
4 дәріс. Бірінші ретті біртекті дифференциалдық теңдеулер және оларға
келтірілетін дифференциалдық теңдеулер. Бернулли теңдеуі.
БІРТЕКТІ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУ

	Бірінші ретті дифференциалдық теңдеуді қарастырайық

[image: ].

	 Біртекті дифференциалдық теңдеу біртекті функция ұғымымен байланысты. 
	Егер кез келген  үшін осы теңдеудің оң жағындағы [image: ] функцияға қатысты 

[image: ],                                   (9)

 қатынасы орындалса, онда [image: ] функциясын х және у айнымалылары бойынша k ретті біртекті функция деп атайды.
1-мысал. [image: ] функцияны  біртектілікке зерттейік.
Шешуі. (9) қатынасты берілген функция үшін жазайық:

[image: ].

k=2  болғандықтан [image: ] функция екі ретті біртекті функция болады екен.  
2-мысал. [image: ]- бірінші ретті біртекті функция екенін көрсету керек.
Шешуі. (9) қатынасты берілген функция үшін жазайық:

[image: ].

k=1  болғандықтан [image: ] функция бірінші  ретті біртекті функция болады.  

3-мысал. [image: ]- нөлінші ретті біртекті функция екенін көрсету керек.
Шешуі. (9) қатынасты берілген функция үшін жазайық:

[image: ][image: ] [image: ]

k=0  болғандықтан  берілген функция бірінші  ретті біртекті функция болады.  

Біртекті [image: ] функциясын   x және y аргументтердің қатынасының функциясы ретінде жазуға болады 

[image: ]   немесе   [image: ].

 Erep [image: ] функциясы  x және y бойынша нөлінші ретті  біртекті функция болса, онда [image: ] бірінші ретті дифференциалдық теңдеу біртекті теңдеуге келтіріледі.
	Егер [image: ] теңдеу 

              y'= [image: ]                                           (10)

түрінде жазылатын болса, ол бiртектi дифференциалдық теңдеу деп аталады.
	Бұл теңдеуді шешу үшін: 
[image: ]

 деген жаңа айнымалы енгіземіз. Осыдан [image: ],  дифференциалдап, [image: ], (5) теңдеуге қоямыз: [image: ]. [image: ] екенін ескеріп, теңдеуді 

[image: ]

түрінде көшіріп жазсақ, айнымалысы ажыратылатын теңдеу аламыз. Теңдеудің екі жағын  [image: ] көбейткішке бөліп айнымалысын ажыратамыз, 

[image: ].

Ал  айнымалысы ажыратылған теңдеуді шешу белгілі. 

	Мысалы, [image: ] теңдеуді  шешу керек. 
	Шешуі. [image: ] екенін ескеріп теңдеуді: 
[image: ]
түрінде жазайық.
Сонда:  [image: ]. 
[image: ]  - нөлінші ретті біртекті функция болғандықтан теңдеу біртекті түрге келеді:

[image: ].
	Шешу үшін [image: ] деген жаңа айнымалы енгізіп, осыдан [image: ],  дифференциалдап, [image: ], теңдеуге қоямыз: 

[image: ].

 [image: ] екенін ескеріп, теңдеуді 
[image: ]

 түрінде көшіріп жазсақ, айнымалысы ажыратылатын теңдеу аламыз. Теңдеудің екі жағын  [image: ] көбейткішке бөліп айнымалысын ажыратамыз, [image: ].
Мүшелеп интегралдаймыз,    [image: ]

Осыдан [image: ] немесе [image: ] . 
	Енді [image: ] белгілеуді орнына қойсақ, 
[image: ]
екендігі шығады. Шешім болып тұрған функция айқын емес түрде алынды. Кейде оны дифференциалдық теңдеудің жалпы интегралы деп те атайды. 
	Мысал.  Кәсіпорынның  [image: ] мезеттегі өндірген өнім көлемі [image: ] болсын.  Еңбек өнімділігі өндірген өнім көлеміне тең болатын көлемді есептеу керек.
	Шешуі. Еңбек өнімділігі  [image: ] өнім көлемінің туындысы болады. Олай болса, есеп шарты мынадай

[image: ].

Осы дифференциалдық теңдеуді шешейік:

[image: ][image: ][image: ][image: ].

Осыдан теңдеудің жалпы  шешімі [image: ], мұндағы  С еркін тұрақты. Егер  [image: ] болса, [image: ]  болады,  демек есептің мазмұнына байланысты С  бастапқы өнім көлемі. 1 сағаттан кейінгі көлем [image: ]. Осы екі шаманың қатынасын алсақ  [image: ], бір сағатта жұмыс көлемі 2,7 есеге артатынын көреміз. 


БЕРНУЛЛИ ТЕҢДЕУІ

[bookmark: _GoBack]Бернулли теңдеуі деп 

                                       [image: ]                                            (4)

түрінде жазылатын бiрiншi реттi дифференциалдық  теңдеуді айтады.
	Мұнда [image: ] рационал сан, [image: ] және [image: ] функциялары үзіліссіз функциялар деп есептейміз. Бұл теңдеуді шешу үшін Бернулли әдісі қолданылады. Ол үшін теңдеу шешімін екі функция көбейтіндісі түрінде қарастырамыз:
[image: ].                                                 (5) 

Осы функцияны дифференциалдап (4) теңдеуге қоямыз:

[image: ]

[image: ] функциянын [image: ] теңдеуінің шешімі болатындай етіп таңдап аламыз. Бұл теңдеу айнымалысы ажырайтын теңдеу және оның бір дербес шешімі

[image: ] .                                               (6)

	Осыны ескерсек (6) теңдеу түрі 

[image: ]

болады. Айнымалысын ажыратсақ, 

[image: ]  

түріне келеді. Интегралдаймыз:

[image: ].

Осыдан: 
[image: ]                                     (7)

Табылған (6) мен (7)  функцияларды (5) апарып қойсақ, Бернулли теңдеуінің  шешімін аламыз:

[image: ]  .                           (8)
	
	Бернулли теңдеуін мынадай жаңа  [image: ] айнымалы енгізіп, сызықты дифференциалдық теңдеуге келтіріп шығаруға да болады. Сонда [image: ],  дифференциалдап, [image: ], (4) теңдеуге қоямыз: 

[image: ].

Ықшамдау нәтижесінде [image: ] сызықты теңдеу аламыз.
Мысал. [image: ] дифференциалды теңдеуді шешу керек.
	Шешуі. Бұл Бернулли теңдеуі. Мұндағы [image: ] болғандықтан [image: ] деген жаңа айнымалы енгіземіз. Осыдан [image: ], дифференциалдап, [image: ], теңдеуге қоямыз: 
[image: ].

Теңдеудің екі жағын [image: ] көбейткішіне көбейтсек сызықты теңдеу аламыз:

[image: ]

мұнда,  P(x)=[image: ] , Q(x)= [image: ].  Теңдеудің шешімін табу үшін (3) формуланы қолданамыз:

[image: ][image: ][image: ]

[image: ] екенін ескеріп, бастапқы айнымалымызға көшеміз.
Сонымен, берілген Бернулли теңдеуінің шешімі: 

[image: ].
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